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5 Numerische Methoden der praktischen Mathematik

5.1 Einfiihrung

Zwischen Mathematik und Praxis (Technik, Physik, Okonomie, ...) ist iiber die
Jahrhunderte hinweg eine befruchtende Wechselwirkung zu beobachten:

Mit den Rechenhilfsmitteln wurden zunichst nur formelmifig l6sbare Probleme
mathematisch bearbeitet. Spéter, zur Zeit der mechanischen Rechenmaschinen,
entwickelten die Mathematiker N&herungsverfahren, welche mittels sogenannten
Rechenschemata gelost wurden. Heute gestatten die modernen EDV-Anlagen neue
numerische Losungsverfahren, welche als Programme auf diesen Anlagen ausgefiihrt
werden.

Ausgangspunkt der Losung praktischer Probleme mittels der Mathematik sind héufig
durch Messungen ermittelte Werte.

= Fehlerbehaftete Eingabewerte, deren Fehlertoleranzen von der verwendeten
Messtechnik abhangen.

Numerische Verfahren sind oft Nédherungsverfahren.

= Verfahrensfehler, welche sich bei der Berechnung fortpflanzen.

Mathematische Hilfsmittel, frither Rechenschieber, heute EDV-Anlagen, konnen nicht
unbegrenzt genau arbeiten.

= Rechenfehler, diese werden zwar durch die immer genauer arbeitenden Computer
geringer, sind aber durch die Endlichkeit des Speichers und damit der
Zahlendarstellung nicht zu beseitigen.

Die Losung des Problems ist folglich mit Eingabefehlern, Verfahrensfehlern und
Rechenfehlern  behaftet. Die  Korrektheit einer Losung wird  durch
Fehlerfortpflanzung beeinflusst: Fehlerbehaftete Eingabewerten werden mittels
fehlerbehafteten Verfahren und ungenauer Rechnung bearbeitet.

Die Numerik beschéftigt sich mit Verfahren zur Losung mathematische Probleme,
deren Fehlerfortpflanzung und Ergebnisauswertung. Einem numerische Verfahren
liegt stets ein Algorithmus zugrunde, es enthdlt Kontrollen zur Fehlerfortpflanzung
und entscheidet, in welchem Bereich die Losungsmethode angewendet werden kann.
Bei der Auswahl des Verfahrens sind Rechenzeit und Speicher6konomie stets zu
beachten. Man beurteilt ein numerisches Verfahren streng nach 6konomischen
Gesichtspunkten. Mathematisch elegante Losungen sind haufig numerisch ungiinstig.

Prinzip: Ein verwendetes numerisches Verfahren muss die notwendige
Genauigkeit gewihren, aber unnotigen Rechenaufwand vermeiden.
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5.2 Lésung linearer Gleichungssysteme

Grundgedanke

Durch Umformen der Koeffizientenmatrix in eine geeignete Form ( Dreiecks- oder
Diagonalmatrix) werden Unbekannte eliminiert.

Ausgangspunkt

Lineares  inhomogenes oder homogenes  Gleichungssystem mit einer
Koeffizientendeterminante # 0.

Das Eliminationsverfahren von Carl-Friedrich Gauf (1777-1855)

Durch Multiplikation und Addition von Gleichungen wird eine Koeffizientenmatrix in
Dreiecksgestalt erzeugt, d.h. eine Gleichung mit einer Unbekannten, eine Gleichung
mit zwei Unbekannten usw. usf. Danach wird aus der Gleichung mit einer
Unbekannten diese berechnet, dann in die Gleichung mit zwei Unbekannten
eingesetzt und die zweite Unbekannte berechnet usw. usf. bis alle Unbekannten
aufgelost sind.

Betrachte drei lineare Gleichungen mit drei Unbekannten x,, x, und x;.

ayx, ta,x, tax; =a ay 4 4
ay X, Y ayx, Yayx; =a, mut Ay Gy ayl|%0
ayx, taypx, tanpx; =a, Qa3 Az Ay

Rechenschema fiir ein lineares Gleichungssystem mit 3 Unbekannten s. ndchste Seite

Beispiel

X, —2x,+x;= 0 I =21

2x,=5x, +2x, ==2 mit 2 =5 2[=1%(-15+4)+2%(6-4)+1*(-4+10)=-120
2x, = 2x, +3x,= 7 2 -2 3

Rechenschema:
1 -2 1 0 x;=1
2 -5 2 -2 q=-2
-2 4 -2 0
2 -2 3 7 q=-2
-2 4 -2 0
0 -1 0 -2 X>=2
0 2 1 7 qg=2
0 -2 0 -4
0 0 1 3 x3=3
Verkiirztes Rechenschema:
1 -2 1 0 1
2 -5 2 -2 -2
2 -2 3 7 -2
0 -1 0 -2 2
0 2 1 7 2
0 0 1 3 3
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Rechenschema:
Elimination von x; : a, a, a, a, o=@ T X, ~apX,
=
a,
as ay Ay a, _ay A
q —_
\ an
qa,, 94, qa.3 q4, <
+ / asz as a3 as; - _ 4
~_ ap
qa,, 94, qa.3 q4, <
. . . . I 1 I I — I
Elimination von x,: —» 0 ay Ay a, L = Ay —AyX,
2 = ]
+ ay
I 1 I I
0 as a3 a, —_9n
< an
I 1 I
+ 0 qay, qay qa, <
n n n
» 0 0 as, a, a;
Xy =
n
a3

. 1 "
Voraussetzung: ayys Ay, A3 #0
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Gauss.bas
REM Gauss- Al gori t hnus
REM mit Unterprogramtechni k und strukturierten Variabl en
REM M Meil er
REM 07. 01. 2002

REM Haupt pr ogr anm
CLS : GOSUB ei ngabe: GOSUB gauss: GOSUB ausgabe: GOSUB ergebnis
END

REM Unt er pr ogr amme

ei ngabe: "zei |l enwei ses Einl esen der Matrix
| NPUT " Anzahl der d eichungen: ", Laenge%
DI M a(Laenge% Laenge% + 1) "Verei nbarung einer Matrix als Feld

PRI NT "Matri xei ngabe"
FORi%= 1 TO Laenge%

FOR j% =1 TO Laenge% + 1 "+1: rechte Seite des LGS
INPUT ; " ", a(i% j9
NEXT | %
PRI NT ' Zei | envor schub
NEXT i %
RETURN
gauss: "Gauss- Al gorithnus: Erzeugen der Dreiecksgestalt

FOR k% = 1 TO Laenge% - 1
FORi%=k%+ 1 TO Laenge%
g=-a(i% k% / a(k% k%
" PRINT "g="; q
FOR j% = k% TO Laenge% + 1
a(i% j9 =a(i% j% +q* a(k% |%
NEXT | %
' GOSUB ausgabe
NEXT i %
NEXT k%
RETURN

ergebni s: ' Berechnen der LOsung
DI M x( Laenge% ' Ver ei nbarung ei nes Loesungsvektors als Feld
FOR i % = Laenge% TO 1 STEP -1 ' Berechnen der Loesung
x(i9% = a(i% Laenge% + 1)
FORj%=i%+ 1 TO Laenge%
(19 =x(i%9 - a(i% j%9 * x(J9

NEXT j %
X(i% =x(i% / a(i%n i%
NEXT i %
PRI NT "Loesung: “; ' Ausgabe der Loesung
FORi%= 1 TO Laenge%
PRI NT x(i9%;
NEXT i %
RETURN
ausgabe: 'zei |l enwei se Ausgabe einer Matrix

PRI NT "Matri xausgabe"
FOR ii%= 1 TO Laenge%
FORjj%= 1 TO Laenge% + 1

PRINT " ", a(ii% jj9;
NEXT jj %
PRI NT
NEXT i i %
INPUT "Weiter mit ENTER ", e$
RETURN
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5.3 Numerische Integration

Die numerische Integration beschiftigt sich mit der angendherten zahlenmafigen
Berechnung bestimmter Intergrale.

F= J.j f(x)dx

Grundgedanke
Die Funktion f (x) wird ndherungsweise durch ein Interpolationspolynom P. (x), r

4

Grad des Polynoms, dargestellt.

F =ij(x)dx=_[f}1(x)dx

Ausgangspunkt
Gegeben sind n+1 dquidistante (gleicher Abstand) Stiitzstellen x,,x,,---,x, mit

X,=a, x,=b und x,, =x, +h (d.h. x,,, =x, + (i +1)h) fiir i =0,1,---,n —1 und ihre
Funktionswerte yO :f(XO)’yl :f(‘xl)7.“9yi1 :f(‘xn)'

Prinzip
Durch die Punkte (xl., y,.) werden Polynome gelegt, welche die Funktion angenihert
darstellt.

5.3.1 Trapezregel

Integration durch ein lineares Interpolationspolynom | A (x) =ax+ayl

P’i(x)
y
A 1
P i(x)
Pi(x)
Yo Vi

\_/tl=X0 X7
h

= Je mehr Stiitzstellen, desto genauer wird die Anndherung an die eigentliche
Funktion.

F= Ib_jzfx)dx .[ dx+j dx+j P3
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Die Anwendung der Trapezflichenberechnung J P a’x = g( + yiﬂ) liefert dann

X h h h h
_Lof(x)dx :E(yo +y1)+5(y1 +y2)+5(y2 +y3):5(y0 +2y, +2y, +y3)-

Allgemein

[a.bﬁ wird in n Teilintervalle [x0 .xl],[x1 X, ],---[xn_1 .xn] mit x, =a, x, =b zerlegt. In
jedem dieser Teilintervalle wird die Funktion f(x) durch ein lineares
Interpolationspolynom angendhert. Das Integral iiber diese Polynome erhdlt man
mittels der Flachenberechnung des entsprechenden Trapezes:

Trapezregel: F = _[bf(x)dx ~ g(yo +2y, 42y, 2y +y) .

Beispiel
Zu berechnen sei das Flidchenintegral Jj% durch lineare Interpolation. Es sollen
X
dabei sieben Stiitzstellen verwendet werden = n =6, a =0, b=1, h= b-a = %:
n
] 0 1 2 3 4 5 6
x | 0 G 3 B 3 : 1
yi | 1 7 i 3 L
TR | 1 |0.85714]0.75[0.666667| 0.6 |0.54545| 0.5

dt dt
—.[ — m1tt‘1+x:>——1
1t dx

01+x
=Inff| =In2-In1=1n2-0=In2= 0.6931 (TR).

] (1 2+§+4+6+£+3 0.6949 (TR)

Trapezregel: I_+x~E A AT

Programm Trapez.bas : 0.6948762 (einfache Genauigkeit)
0.6948761666666 (doppelte Genauigkeit)

Durch eine genauere Rechnung erhdlt man kein besseres Ergebnis. Die
Verfahrensfehler kompensieren sich nicht durch die Erhéhung der Rechengenauigkeit.
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Trapez.bas
REM Ber echnung ei nes bestimmen Integrals
REM mittel s Trapezrege
REM M Meiler, 23.01.1998

REM Haupt pr ogr amm
CLS : GOSUB ei ngabe: GOSUB trapez: GOSUB ausgabe
END

REM Ei ngabe der obere und unteren G enze
REM und der Stuetzstellen

ei ngabe:
DO
I NPUT "Untere Integrationsgrenze a= ", a!
| NPUT "Cbere Integrationsgrenze b(b>a)= ", b!
LOOP UNTIL (b! - a!l) >0
DO
| NPUT "Anzahl der Stuetzstellen (s > 1): ", s%

LOOP UNTIL s% >= 2

n% = s%- 1
ht = (b! - al) / n%

DIMy!(n%
FORi% =0 TO n%
LOCATE , 5
PRINT "x("; i% ")="; al +i%* h!
LOCATE , 30
PRINT "y("; i% ")=";
INPUT " ", y!I(i%
NEXT i %
RETURN

REM Ber echnung des Integrals nmittels der Trapezrege
trapez:
y! =y (0) + y!'(n%

FORj%=1TOn%- 1

yt =yt +2* yl(j9
NEXT j %

yl =yl * hl [ 2
RETURN

REM Ausgabe des Ergebni sses
ausgabe:

PRI NT "Ergebnis: "; y!

PRI NT

RETURN
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5.3.2 Simpsonregel

Integration durch Interpolation mit Polynomen zweiten Grades (Parabeln)

P,(x)=a,x* +ax+ay|

P

Yo

Gegeben sind drei Stiitzstellen, durch die eine Parabel zu legen ist.

Die Berechnung der Koeffizienten der Parabel erfolgt mittels Gaufschem
Eliminationsverfahren unter Beriicksichtigung, dass die Stiitzstellen der Funktion
Punkte der Parabel sind:

a, =y _(y1_yo)x0+(yz+yo_2y1)x1x0 4
a, +a,x,+a,x, =y, o h 2h°
ay+ax, +a,x; =y, = a = - ;yo = +;}012—2y1 (x, +x,)
ay +a,x, +a,x; =y, g =22 +¥, ~2),
v ’ 20’
Pz(x) =a,x’ +ax+a,
- J/2+yo_2y1jx2
2h?
+ Vi ;yo WM +;22_2y1 (x1 +x0)jx
of 5 -z, +(y2+yo-2y1)x1xoj
’ h 2h*
— + _2
:yo+y1hy0 (x—x0)+y2 ;;lz - (x—xo)(x—xl)
:yo+Al(x—x0)+A2(x—xo)(x—xl)
Parabelgleichung: P, (x) =a,x’ +a,x+a, =y, +14, (x —-X, ) +A, (x - X, )(x - xl)
2TV =2y

mit A, =% und A, =2 o
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Integralberechnung
_[:Pz (x)dx - _[:(yo +4, (x X ) +4, (x R )(x X ))dx

j:yodx =X :2 = (x2 _xo)J’O =2hy,

J"_rzAl (x —x, )dx :Al(rz xdx —rzxodx] =2hA" mit A'=(y, - y,)

Xo Xo

*o

J"_KZAZ (x - X, )(x —-X, )dx =A, sz x’dx + rzxoxldx - J‘fz(xo +x, )xdxj

:%hA" mit A" = (yz Y —2)/1)

X2 r " h
.[ Pz(x)deZh(yo TA+ A ):2h(yo TV +%(y2 +Yo _zyl)):g(yo +4y, +y2)

o

Keplersche Fassregel: F = rz f (x)dx = g(yo +4y + yz) .

Allgemein

[a.b] wird in n Teilintervalle [xo.xl],[x1 .xz],---[xn_l .xn] mit x, =a, x,=b und n
gerade zerlegt. In jeweils fiir zwei aufeinanderfolgenden Teilintervalle wird die
Keplersche Fassregel angewendet und das Integral durch Summation der Ergebnisse
ndherungsweise berechnet:

h
F :Lbf(x ng[(yo +4y, +y2)+(y2 +4y, +y4)+"'+(yn—2 +4y,. +y,,)]

Simpsonregel: F = f(x)dx= g(yo FAy +2p, Ay + 2y k4 2y, Ay, 4y,

Beispiel

Berechnen des Integral J:% durch quadratische Interpolation (s.0.) = n=6,
X

a=0,b=1,h=":
6

Simsonregel: [ -2~ L(1424,3,8,6,24 1) 46932 (TR)
ol+x 180 7 2 3 5 11 2

Programm Simpson.bas :  0.6931682 (einfache Genauigkeit)
Beide Ergebnisse sind besser als die der Trapezregel. Das mit der Simpsonregel

entwickelte Interpolationspolynom liefert eine bessere Anndherung der
Ausgangsfunktion.
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Simpson.bas
REM Ber echnung ei nes bestimmen Integrals
REM mittel s Sinpsonrege
REM M Meiler, 23.01.1998

REM Haupt pr ogr amm
CLS : GOSUB ei ngabe: GOSUB si npson: GOSUB ausgabe
END

REM Ei ngabe der obere und unteren G enze
REM und der Stuetzstellen

ei ngabe:
DO
I NPUT "Untere Integrationsgrenze a= ", a!
| NPUT "Cbere Integrationsgrenze b(b>a)= ", b!
LOOP UNTIL (b! - a!l) >0
DO
| NPUT "Anzahl der Stuetzstellen (s>1, ungerade) "; s%

LOOP UNTIL s%>= 2 AND s% MDD 2 =1

n%=s%- 1
ht = (b! - al) / n%
DIMy!(n%

FOR i %= 0 TO n%
LOCATE , 5

PRINT "x("; i% ")="; al + i%* h!;
LOCATE , 30
PRINT "y("; 1% ")=";
INPUT " ", yI(i%

NEXT i %

RETURN

REM Ber echnung des Integrals mttels der Sinpsonrege
si mpson:
y! =y (0) + y!'(n%

FORj% =1 TOn%- 1 STEP 2

yt =yt +4*y1(J%
NEXT j %

FORj% =2 TOn%- 2 STEP 2

yl =yt +2* yl(j9
NEXT j %

yl =yl * h/ 3
RETURN

REM Ausgabe des Ergebni sses
ausgabe:

PRINT " Ergebnis: "; y!

PRI NT

RETURN
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5.4 Polynomberechnung mittels Hornerschema

Polynome spielen in der Numerik eine besondere Rolle. Im vorherigen Abschnitt
verwendete man flir die Berechnung von Flidchenintegralen Interpolationspolynome,
welche die Funktion unter dem Integral angendhert darstellen und deren Integral man
leicht berechnen kann. Oft kennt man die zu betrachteten Funktion tiberhaupt nicht
und hat nur einige Funktionswerte (Messwerte) zur Verfiigung. Auch dann wird diese
Funktion mittels der diskret gegebenen Funktionswerte durch Interpolationspolynome
approximiert, in dem man Polynome durch die vorhandenen diskreten Punkte legt.

5.4.1 Polynomberechnung

Grundgedanke

Durch geeignetes Ausklammern verhindert man das zeitaufwendige Berechnen der
Potenzen in einem Polynom und spart damit Rechenzeit.

Ausgangspunkt

— i -1
Polynom r-ten Grades |P. (X) =ax +a,_x" +---tax+ta,

Beispiel

Gegeben sei das Polynom 5. Grades P,(x)=2x" —x*-5x* +3x-9, gesucht sei der
Wert des Polynoms an der Stelle x, = 3, also P,(3). Nun formt man das Polynom so
um, dass keine Potenzen mehr vorhanden sind.

Ps(x):2x5 —x*=5x* +3x-9 = ((((2x—1)x+0)x—5)x+3)x—9

Diese Darstellungsweise gestattet eine sehr schnelle Berechnung, auch mit dem
Taschenrechner.

Das hierflir verwendete Rechenschema tragt den Namen Hornerschema, nach William
Georg Horner (1786 - 1837), und sieht folgendermafen aus:

2 -1 0 -5 3 -9
0|+ 6 | + 15 |+ 45 | + 120 | + 369 |+ 3
= 4 = 4 = 4 = 4 = 4

2 * 5 * 15 * 40 * 123 * 360 =Ps5(3)

Die Probe zeigt, dass das Ergebnis korrekt ist.

Allgemein

P()=ax +a, x4 tax+a = ((axta, ot +a)+a,

r

Hornerschema fiir die Polynomwertbestimmung an der Stelle x,

a, a,. | aj ap
0 | + /I;)X() + > + /br'_ZXO + /b',ﬂ_/xo + X0

bo=a, * by * . * b * b, = Pyxy)
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mit by =a,, bir;=a,i.;+bixgfiri=1, ..., rund b, = P, (x).
Durch dieses Verfahren wird der Rechenaufwand wesentlich veringert:

Polynomberechnung ohne Hornerschema:

Uad +1)(r +
# Mult == W
i=1
# Add =r
243742+ P4+5r+
4 Mult + # Add _ri+3r+2 2r:r Sr+2
2 2
Polynomberechnung mit Hornerschema:
# Mult =r
# Add =r
# Mult + # Add =2r
Hornerl.bas

REM Pol ynonwer t besti mmung mittel s Hornerschema
REM M Meiler, 21.01.2002

DO
CLS
GOSUB pol ynonei ngabe: PRI NT
PRI NT "Ei ngegebenes Pol ynont': GOSUB pol ynormausgabe: PRI NT

DO
GOSUB ar gunent ei ngabe: PRI NT: GOSUB horner1
GOSUB pol ynomwer t ausgabe: PRI NT
PRI NT "Berechnen des gl ei chen Pol ynons ";
INPUT "mit ei nemneuen Argunent (j/n)? ", Witer$
LOOP WHILE Witer$ = "j"

| NPUT "Berechnen ei nes neuen Polynons(j/n)? ", Witer$
LOOP WHI LE Weiter$ = "j"
END

REM Ei ngabe des Grades und der Koeffizienten des Pol ynons
pol ynorei ngabe:
DO
I NPUT "Grad des Polynons(r > 0): ", r%
LOOP UNTIL r% > 0

REDI M a! (r%

PRI NT "Koeffi zi ent enei ngabe"
FORi%=0 TOr%
PRINT "al("; i% ")="; : INPUT " ", al(i%
NEXT i %
RETURN

REM Ei ngabe des Argunents zur Berechnung des Pol ynomwertes
ar gument ei ngabe:

| NPUT "Argunent x =", x!

RETURN

Informatik/Numerik (2002)

5-12/27



Universitét Leipzig Institut fiir Informatik
Dr. Monika Meiler

REM Ber echnung des Pol ynomwertes mittel s Horner
hor ner 1:
bt =0

FOR k% =r% TO O STEP -1
b! = al(k¥% + bl * xt '": PRINT "b("; k% ")="; b!
NEXT k%

y! = b!
RETURN

REM Ausgabe des Pol ynons in ueblicher Schreibweise
pol ynomausgabe:
FORii%=0 TO r%

PRINT al(ii%; "x™"; ii%: IFii%<>r%THEN PRINT "+ ";
NEXT ii %
PRI NT
RETURN

REM Ausgabe des berechneten Pol ynomnertes
pol ynomwer t ausgabe:

PRI NT "P("; x!; ")="; y!

RETURN

5.4.2 Berechnung der 1. Ableitung eines Polynoms

Aus dem Hornerschema geht hervor, dass
bo=a,, bisj=a,;.;+ b xpfiri=1, ..., rund b, = P, (xy).

Umgeformt ergibt sich
a,=bound a,.i.; = b+ - b; xo.

Setzej=r—i—1,soist
a.=bopund a; = b,;— b,.i.; xo und wegen b, = P, (x,) folgt

R(x) =a,x"+a,_x"" +a,_x" ++ax+a,
= byx” + (b, =byx, Jx ™+ (b, —byx, )+ + (b

—b,,x, )x + (b =b,,x, )

r=1

= (x —xo)(box’_1 +bhx P+ +b _x+b )+ b,

= P (x)= (x —xo)(box’_l +b1xr_2 +"'+br—zX+br—1)+R(xo)

P,(x)=P.(x,)

X=X,

=p, (x) mit p, (x) =hyx"" +bx T +-+b _x+b_,
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= p, (x) kann zur Berechnung der 1. Ableitung an der Stelle x = x, genutzt
werden:

Differenzenquotient

dP_(x) = limM = P'(xo) mit P'(x) =hyx"" +bx T +-+b_x+b
dx  x-x%  x-—X,

Erweitertes Hornerschema

Beispiel
P,(x)=2x" —x* —=5x> +3x -9, gesucht P.(3).

2 -1 0 -5 3 -9

0|+ 6 | + 15 |+ 45 | + 120 | + 369 |+ 3
> 4 4 . 4 . 4 4

2 * 5 * 15 * 40 * 12317 * B60

0|+ 6+ 33 144 |+ 552 [+ 3
- 4 - 4 = 4 w v

2 * 11 * 48 * 184 * 675

Probe
P(x)=2x" = x*-5x> +3x -9, P/(x)=10x* —4x* -10x+3,
P,(3)=486-81-45+9-9=360, P.(3)=810-108-30+3=675.

Allgemein

Erweitertes Hornerschema fiir die Polynomwertbestimmung und der 1. Ableitung an
der Stelle x;

a, i ay. ] e aj agp
0 |+ boxy | + .. + byoxg |t bixe |t X0
/7():61,4 l * /7/ * e * /),4,/ 7 * /7/< : P,~(X(g)
0 |+ Ccoxp | + .. + C~_2)Co=Jr X0
> . - > v
co = bp=a, * C] * - * . BB "(X0)

mit ¢y = by = a,,
bivi=a,.;;+b;xpfuri= 1,..r,
Ci+] = b,'+] +ci xp firi= 1, cees I"-l,
b, = P, (xg) und c,.; = P’. (xy).

Ein weiteres Beispiel:
P,(x)=4x* —5x> +x =2, Py(4) = 706, P'y(4) = 785
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Horner2.bas
REM Pol ynomwer t besti mmung mittel s
REM erwei tert en HORNER - Schema
REM M WMeiler, 21.01.2002

DO
CLS
GOSUB pol ynonei ngabe: PRI NT
PRI NT "Ei ngegebenes Pol ynoni: GOSUB pol ynomausgabe: PRI NT
DO
GOSUB ar gunent ei ngabe: PRI NT: GOSUB hor ner 2
GOSUB pol ynomwer t ausgabe: PRI NT
PRI NT "Berechnen des gl ei chen Pol ynons “;
INPUT "nmit neuem Argument(j/n)? ", Weiter$
LOOP WHILE Witer$ = "j"
| NPUT "Ber echnen ei nes neuen Polynons(j/n)? ", Witer$

LOOP WHI LE Weiter$ = "j"
END

REM Ei ngabe des G ads und der Koeffizienten des Pol ynons
pol ynonei ngabe:
DO
I NPUT "Grad des Polynons (r > 0): ", r%
LOOP UNTIL r% > 0

REDI M a! (r %

PRI NT "Koeffi zi ent enei ngabe"
FORi%=0 TOr%
PRINT "a!("; i% ")="; : INPUT " ", al(i%
NEXT i %
RETURN

REM Ei ngabe des Argunents zur Berechnung des Pol ynomertes
ar gunent ei ngabe:

| NPUT "Argunent x =", x!

RETURN

REM Ber echnung des Pol ynomwertes und der ersten Ableitung
REM mittels erweitertem Hornerschema

hor ner 2:

b! =0: c! =0

FOR k% =r% TO O STEP -1

bl = al(k% + bl * x! : "PRINT "b("; k% ")=": b!;
|F k% <> 0 THEN
cl =bl +c! * x! : "PRINT "c("; k% ")="; c!
END | F
NEXT k%

y! = bl : yll = c!
RETURN

REM Ausgabe des Pol ynons in ueblicher Schrei bweise
pol ynormausgabe:
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FORii%=0 TOr%

PRINT al (ii%; "x*"; ii%
IF ii%<>r%THEN PRINT "+ ":
NEXT i i %
PRI NT
RETURN

REM Ausgabe des berechneten Pol ynomnertes

pol ynomwer t ausgabe:

PRINT "P("; x!; ")="; yl: PRINT "P ("; x!; ")="; yll
RETURN

5.4.3 Anwendungsbeispiel

Bei der numerischen Integration (s. Abschnitt 5.3) konnen die Funktionswerte der
Stiitzstellen mittels Hornerschema berechnet werden. Damit wird deren Eingabe

tiberfliissig und Eingabefehler vermieden:

PTrapez.bas
REM I nt egrati on von Polynomen nittels Trapezregel
REM Pol ynomner t besti nmung nmittel s HORNER- Schema
REM M Meiler, 20.01.2003

REM Haupt pr ogr anm
CLS : GOSUB ei ngabe: GOSUB trapez: GOSUB ausgabe
END

REM Ei ngabe der obere und unteren G enze
REM und Berechnung der Stuetzstellen

ei ngabe:

GOSUB pol ynonei ngabe: PRI NT

GOSUB gr enzenei ngabe: PRI NT

GOSUB stuetzstell en: PRI NT

RETURN

REM Ei ngabe des Grades und der Koeffizienten des Pol ynons
pol ynomei ngabe:

DO

I NPUT "Grad des Polynons(r > 0): ", r%
LOOP UNTIL r% > 0
REDI M a! (r%

PRI NT "Koef fi zi ent enei ngabe"
FORi% =0 TO r%
PRINT "al("; i% ")="; : INPUT " ", al(i%
NEXT i %
RETURN

REM Ei ngabe der obere und unteren G enze
gr enzenei ngabe:

DO

I NPUT "Untere Integrationsgrenze a= ", a!

| NPUT "Qbere Integrationsgrenze b(b>a)= ", b!
LOOP UNTIL (b! - al) >0
RETURN
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REM Ber echnung der Stuetzstellen mttels HORNER
stuetzstel |l en:

DO

| NPUT "Anzahl der Stuetzstellen (s > 1): ", s%
LOOP UNTIL s% >= 2
n% = s%- 1
ht = (bl - al) / n%
REDI M y! (n%
FORi% =0 TO n%

xI =al +i%* h!

GOSUB hornerl: y!(i% = y!
NEXT i %
RETURN

REM Ber echnung des Pol ynommertes mittel s Horner
hor ner 1:
b! =0
FOR k% =r% TO O STEP -1
b! = al (k¥ + b! * x!
NEXT k%
y! = b!
RETURN

REM Ber echnung des Integrals nittels Trapezregel
trapez:

y! =yl (0) + y!'(n%

FORj%=1TOn%- 1

ylb =yl +2* yl(j%
NEXT | %

yl =yl * hl [ 2
RETURN

REM Ausgabe des Ergebni sses
ausgabe:

PRI NT "Ergebnis: "; y!

PRI NT

RETURN
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5.5 Iterationsverfahren

Iterationsverfahren berechnen ausgehend von einer Anfangsnidherungen eine bessere
Néherung. Das wird solange wiederholt (iteriert), bis eine gewliinschte Genauigkeit
erreicht wurde. Sie haben mit der Entwicklung der Computertechnik durch
Rechengeschwindigkeit und Rechengenauigkeit an Bedeutung gewonnen.

5.5.1 Newtonverfahren (Tangentenverfahren)

Das nach Isaac Newton (1643-1727) benannte Verfahren dient der
Nullstellenbestimmung einer gegebenen Funktion.

Grundgedanke
Ausgehend von einer bereits vorhandenen Néherung x, wird im Punkt

P = (xo, f (x0 )) an die Funktion f (x) eine Tangente t(x) gelegt. Der Schnittpunkt

dieser Tangente mit der Abzisse liefert eine neue Néherung x,. Der Vorgang wird so
oft wiederholt, bis man eine geeignete Ndherung einer Nullstelle x gefunden hat.

Ausgangspunkt
Eine stetig differenzierbare Funktion f (x) und eine Néherung x,,.

Berechnung der Tangente t(x) inPpan f (x) :
Die Tangente t(x) an die Funktion f (x) durch den Punkt F, = (xo, yo) , wobel
v, = f(x,), wird mittels Punktrichtungsgleichung berechnet. Sei y, = /"(x,) die
Steigung von f (x) im Punkt Py, so ist
y=yo =rir=x,)
und somit
)=y =y, + (v —x)
Tangente in Pyan f (x) .
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Berechnung der Nullstelle x, von t(x):

t(xl):() = y0+y6(x1—x0):0 = X TXy =

Allgemein

Ausgehend von einer Néherung x, wird eine Folge von Niherungen x,,x,,---,x

Institut fir Informatik
Dr. Monika Meiler

Newtonverfahren:

_y_(.) = X =X _y_(.)
0 Yo
f(xo)
f'(xo)

berechnet, die gegen x konvergiert.

n

5.5.2 Anwendungsbeispiel 1
Berechnung der A-ten Wurzel aus a mit kLIN, £ >1; alJR, a>0

x=Xa > f(x)=xk—a=0

= Das Problem reduziert sich auf die Nullstellenbestimmung von
fx)=x*—a mit £'(x)=kE""

mittels Newtonverfahren

X1 =%

k _
Xy —a

kG

Speziell fir a =4, k=2 = f(x) =x’-a f'(x) =2[& und dem Anfangwert x, =4
ergibt sich mittels Taschenrechner aus dem Newtonverfahren:

i Xi yi:xiz_a yi =20, xiJrl:xj_%

0 4 12 8 4-12/8=2.5

1 2.5 2.25 5 2.5-2.25/5=2.05
2 2.05 0.203 4.1 2.05-0.203/4.1=2
3 2 0 (Abbruch)

Das Verfahren bricht fir x; = 2 ab und konvergiert damit gegen den korrekten

Wurzelwert.
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Newton.bas

REM Newt onver f ahr en ( Tangent enver f ahr en)
REM Ber echnung der k. Wirzel aus a
REM M Meiler, 26.01.2001

" k% ... Wirzel exponent

' a# ... Radi kant

" EPS# ... Genauigkeit fuer Abbruchbedi ngung
' x0# ... Naeherung, anfangs a#

" yO# ... Funktionswert an der Stelle x0#
"yl# ... 1. Ableitung an der Stelle x0#
CLS

DO

GOSUB ei ngabe: GOSUB newt on: GOSUB ausgabe
INPUT "Weiter (j/n)? ", Witer$
LOOP WH LE Weiter$ = "j"

END
ei ngabe:
DO
PRI NT "Wir zel berechnug - k. Wirzel aus a - (k>1, a>0)": PRI NT
INPUT "k =", k%
INPUT "a = ", a#
LOOP UNTIL k%> 1 AND a# > 0
PRI NT
DO
PRI NT " Genaui gkeit (O0<EPS<1)": PRI NT
I NPUT "EPS = ", EPSH#
LOOP UNTIL O < EPS# AND EPS# < 1
RETURN
newt on:

x0# = a#: yO# = x0# ™ k% - a#: yl# = k% * x0# ~ (k%- 1)
DO

' Test ausgabe

' LOCATE , 10: PRI NT xO0#

' Test ausgabe
" LOCATE , 10: PRINT yO#; : LOCATE , 40: PRINT yl#: PRI NT

| F ABS(y0#) < EPS# THEN EXI T DO

xO0#
yO#

x0# - yO# | yl# " Newt on
x0# N k% - a#: yl# = k% * x0# ~ (k%- 1)

LOCP
RETURN

ausgabe:
PRINT "Die "; k% ". Wirzel von "; a#; " ist "; xO0#;, " I"
RETURN
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Protokoll zum Programm Wurzel.bas mit den Eingabewerten:

a#t = 4, k%= 2 , EPS# = .0001.
k% a# | ESP# x0# yO# y1# Bener kungen
2 |4 .0001 Eingabewerte
4 12 8 Startwerte
2.5 2.25 5 1. Schleifendurchlauf
2.05 0.202 5 4.1 2. Schleifendurchlauf
2.00061 0.002 44 4.001 22 | 3. Schleifendurchlauf
2.000 000 1|{0.000 000 37 |4.000 000 4 | 4. Schleifendurchlauf
Abbruch

5.5.3 Anwendungsbeispiel 2

Nullstellenberechnung von Polynomen.

Gegeben:  f(x)=P(x)=ax" +a,_x""+---+ax+a,
Néherung xo
Gesucht:  Néherung x, = x, —M ,
A (xo)
wobei f (xo) und f '(xo) mittels Hornerschema berechnet werden.
Programmschritte:

1. Eingabe des Polynoms (Unterprogramm eingabe im Programm Horner2.bas).
2. Eingabe der Genauigkeit EPS der Berechnung.
3. Berechnung einer Nullstellennéherung.
(a) Eingabe der Anfangsndherung x,.
(b) Berechnung des Funktionswertes f (xo) und dessen Ableitung f”(x,) mittels

erweitertem  Hornerschema
Horner2.bas).

(c) Ist |f(y0)| = EPS:
Berechnung einer neuen Niherung x| mittels Newtonverfahren.
Setze xo = x; und weiter mit 3 (b).

(d) Néherung x; fiir eine Nullstelle wurde gefunden.

Soll eine neue Nullstellenndherung berechnet werden, weiter bei 3.

Soll die Genauigkeit verandert werden, weiter bei 2.

Soll ein neues Polynom berechnet werden, weiter bei 1.

Fertig

(Unterprogramm horner2 im Programm

Nows

PNewton.bas
REM Newt onver f ahr en ( Tangent enver f ahr en)
REM Nul | st el | enberechnung i n Pol ynomen
REM M Meiler, 26.01.2001

EPS# Genaui gkeit fuer Abbruchbedi ngung
r % Grad des Pol ynons
a#t( i9% i. Koeffizient des Pol ynoms
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'oal ... Startwert
" ox0# ... Naeherung, anfangs a!
"yo# ... Funktionswert an der Stelle x0#
"oyl# ... 1. Ableitung an der Stelle x0#
' OX# ... Argunent fuer Polynonberechnung nach Hor ner
" b# ... Funktionswert an der Stelle x# nach Horner
' oc# ... 1. Ableitung an der Stelle x# nach Horner
DO
CLS
GOSUB pol ynonei ngabe
DO
GOSUB epsei ngabe
DO

GOSUB st artwertei ngabe
GOSUB newt on
GOSUB ausgabe
| NPUT " Neuer Startnaeherungswert (j/n)? ", Weiter$
LOOP WHI LE Weiter$ = "j"
| NPUT "Neue Genauigkeit (j/n)? ", Weiter$
LOOP WHI LE Witer$ = "j"
| NPUT "Neues Polynom (j/n)? ", Weiter$
LOOP WHI LE Weiter$ = "j"
END

pol ynorei ngabe:
DO
I NPUT "Grad des Polynons: ", r%
LOOP UNTIL r% > 0
REDI M a#(r% + 1)
PRI NT "Koef fi zi ent enei ngabe"
FORi%=0 TOr%
PRINT "a("; i% ")="; : INPUT " ", a#(i %
NEXT i %
RETURN

epsei ngabe:
DO
PRI NT " Genaui gkeit (O<EPS<1)": PRI NT
| NPUT "EPS = ", EPS#
LOOP UNTIL O < EPS# AND EPS# < 1
RETURN

startwertei ngabe:

INPUT "Startwert a= ", al
x0# = a!

RETURN

newt on:
x# = x0#: GOSUB horner: yO# = b#: yl# = c#

Test ausgabe

" LOCATE , 10: PRI NT xO0#

Test ausgabe

" LOCATE , 10: PRINT yO#; : LOCATE , 40: PRINT yi1#: PRI NT
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| F ABS(yO#) < EPS# THEN EXI T DO

x0# = x0# - yO# | yl# " Newt on
x# = x0#: GOSUB horner: yO# = b#: yl# = c#

LOOP

RETURN

hor ner:

b# = 0: c# =0
FOR k% =r% TO O STEP -1
b# = a#(k% + b# * x#
IF k%o <> 0 THEN c# = b# + c# * x#
PRI NT "b="; b#; "c="; c#
NEXT k%
RETURN

ausgabe:
PRI NT "Das Newt onverfahren auf das Polynom nit den Koeffizienten"
FORii%=0 TOr%

PRINT "a("; ii% ")="; a#(ii%
NEXT ii %
PRI NT "und den Startwert "; a!; "angewand,"
PRINT "liefert als Nullstelle den Wert "; xO0#; "!"
PRI NT
RETURN

5.5.4 Regula falsi (Sekantenverfahren)

Auch hier sollen die Nullstellen einer Funktion f (x) berechnet werden.

Grundgedanke
Ausgehend von zwei bereits vorhandenen Néherung x,, x, mit f (x0)<0 und

f (xl)> 0 wird durch die Punkte P, = (xo, f ()c0 )) und P, = (xl, f (x1 )) eine Sekante
S(x) gelegt. Der Schnittpunkt dieser Sekante mit der Abzisse liefert eine neue
Néherung x,. Der Vorgang wird so oft wiederholt, bis man eine geeignete Ndherung
einer Nullstelle x gefunden hat.

y s(x)
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Ausgangspunkt
Funktion f (x) und zwei Nullstellenndherung x, und x, mit f (x0)< 0 und f (x1)> 0.

Berechnung der Sekante s(x) durch Pyund P;:
Die Sekante s(x) durch die Punkte F, = (xO , yo) und A = (x1 . ) , wobei
Vo =1 (xo), yw=r (xl), wird mittels Zweipunktegleichung berechnet.
(y _yo)(xl _xo)_(x_xo)(yl _yo):O
und somit
(x _xo)(yl _yo)

(xl - xo)

s(x):y=y0+

Sekante durch Py und P;.

Berechnung der Nullstelle x, von s(x):

S(xZ):() = y() + (.X2 _xo)(yl _yO) :0 = xz _XO :_yo (xl _‘XO)
(xl_xo ( 1_y0)
=
Regula falsi: X =x, =x, -y, o —x,)
(yl _yo)
Allgemein

Ausgehend von zwei Ndherung x,, x, wird eine Folge von Néherungen x,,x,,---,x

n

berechnet, die gegen x konvergiert.

Der Vorteil dieses Verfahrens gegeniiber des Newtonverfahrens ist, dass man auf die
Berechnung der ersten Ableitung verzichten kann. Der Nachteil besteht in der
langsameren Konvergenz.

5.5.5 Anwendungsbeispiel 3
Berechnung der k-ten Wurzel aus a mit kUUN, £>1; alUR, a >0 analogs. o.

x=Aa = f(x):xk—aZO
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= Das Problem reduziert sich wiederum auf die Nullstellenbestimmung von

/)= ~a

Speziell fir a=4, k=2 = f()c)Zx2 —a und den Anfangwerten x, =1, x, =4

ergibt sich mittels Taschenrechner und Regula falsi:

. 2 2 — Xivt — X 2
l Xi et | Vi =X 7 | Vi =Xy A | Xy =X TV T Yy S X, Ta
Yinn TV
0 1 4 -3 12 1.6 -1.44
1 1.6 4 -1.44 12 1.8571429 -0.55102
211.8571429| 4 -0.55102 12 1.951295 -0.19244
31 1951295 | 4 -0.19244 12 1.9836308 -0.0652087
411.9836308| 4 |[-0.0652087 12 1.9943517 -0.0225613
Das Verfahren konvergiert gegen den korrekten Wurzelwert.
Regula.bas
REM Regul a fal si (Sekanten- Verfahren)
REM Ber echnung der k. Wirzel aus a
REM M Meiler, 26.01.2001
" k% ... Wirzel exponent
' a# ... Radi kant
" EPS# ... Cenauigkeit fuer Abbruchbedi ngung
x0# ... 1. Naeherungswert
x1# ... 2. Naeherungswert
" X2# ... neuer Naeherungswert
" yO# ... Funktionswert an der Stelle x0#
" yl1# ... Funktionswert an der Stelle x1#
y2# ... Funktionswert an der Stelle x2#
CLS
DO
GOSUB ei ngabe: GOSUB regul a: GOSUB ausgabe
I NPUT "Weiter (j/n)? ", Witer$
LOOP WHI LE Weiter$ = "j"
END
ei ngabe:
DO
PRI NT "Wir zel berechnug - k. Wirzel aus a - (k>1, a>0)"
INPUT "k =", k%
INPUT "a =", a#
LOCP UNTIL k%> 1 AND a# > 0
PRI NT
DO
PRI NT " Genaui gkeit (O0<EPS<1)": PRI NT
I NPUT "EPS = ", EPS#
LOOP UNTIL O < EPS# AND EPS# < 1
DO
PRINT "Startwerte x0 und x1 mt x0 < k. Wirzel aus a < x1"
I NPUT "x0 = ", xO#
I NPUT "x1 = ", x1#
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yo# = x0# ™~ k% - a#: yl# = x
LOOP UNTIL yO# < O AND y1# > 0
RETURN

1# ~ k% - a#

regul a:
DO
' Test ausgabe
LOCATE , 10: PRINT xO0#; : LOCATE , 40: PRINT x1#
' Test ausgabe
LOCATE , 10: PRINT yO#; : LOCATE , 40: PRINT yi1#: PRI NT

Regul a fal si
X2#
y2#

x0# - yO# * (x1# - x0#) |/ (yl# - y0#)
x2# N k% - a#

| F ABS(y2#) < EPS# THEN EXI T DO

| F SG\(yl#) = SGN(y2#) THEN
X1# = xX2#. yl# = y2#
ELSE
X0# = x2#. yO# = y2#
END | F
LOOP
RETURN

ausgabe:
PRINT "Die "; k% ". Wirzel von "; a#; " ist "; x2# " I"
RETURN

5.6 Zusammenfassung

Eingabefehler lassen sich in der Regel nur durch die Verbesserung der
Messtechniken vermeiden. Die Toleranz, in der diese Fehler liegen, entscheiden
tiber die zu verwendete Rechengenauigkeit und Genauigkeit der Verfahren.

Mathematisch exakte Verfahren konnen durch Rechenfehler zu unexakten
Ergebnissen flihren. Rechenfehler konnen durch die Verwendung anderer
Datentypen minimiert aber nicht beseitigt werden. Solche Fehler sind auch bei
hochentwickelter Computertechnik nicht auszuschlieen.

Gauss.bas. Das Programm zum Gauflverfahren liefert in der Regel keine
Dreiecksmatrix, obwohl eine solche mathematisch zu erwarten ist.

Naherungsverfahren sind mathematisch unexakte Verfahren. Sie ersetzen
komplizierte Verfahren durch einfachere und liefern nur Naherungen der Losung.
Verfahrensfehler konnen durch die Verwendung anderer Datentypen in der
Regel. nicht verbessert werden.

Trapez.bas, Simpson.bas. Bei der Integration durch Polynominterpolation wurden
die Funktion durch Polynome ersetzt, welche sich rechentechnisch besser
integrieren lassen. Eine Verbesserung der Ergebnisse konnte durch mehr
Stiitzstellen oder einen hoheren Grad des Interpolationspolynoms, also der
Verbesserung des verwendeten Verfahrens, erreicht werden.
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Wurzel.bas, Ragula.bas berechnen Wurzeln als Nullstellen einer Funktion mit
unterschiedlichen Nidherungsverfahren. Beide Verfahren bendtigen bereits
Néherungslosungen. Das Newtonverfahren konvergiert sehr schnell, bendtigt aber
die erste Ableitung der betrachteten Funktion. Wendet man die Verfahren auf
Funktionen mit mehreren Nullstellen an, so findet man u. U. nicht alle Nullstellen
der Funktion. Die Anfangsndherung ist fiir das Ergebnis ausschlaggebend.

« Durch die vorhandenen Datentypen und Rechenoperationen sind oft Grenzen fiir

die Berechnung gesetzt, Ergebnisse sind deshalb stets bzgl. ihrer Korrektheit
abzuschitzen.
Fak.bas. Die Fakultitsberechnung lieferte bei ganzen Zahlen bis 7!, bei langen
ganzen Zahlen und rationalen Zahlen einfacher Genauigkeit bis 12! und bei
rationalen Zahlen doppelter Genauigkeit bis 22! exakte Ergebnisse. Bei groferen
Zahlen wurde die Berechnung durch Uberlauf abgebrochen bzw. durch Runden
falsch.

« Mathematisch elegante Verfahren sind rechentechnisch nicht immer die
giinstigsten. Rechentechnisch optimale Verfahren verbrauchen wenig Rechenzeit.
Eine Rechenzeitminimierung kann man durch Minimierung der Anzahl der
verwendeten Operationen erreichen.

Hornerl.bas. Bei der Polynomwertberechnung eines Polynoms vom Grad » ohne

2450+
Hornerschema bendtigt man % Additionen und Multiplikationen, das

sind zum Beispiel bei r = 4 insgesamt 19 Operationen. Durch die Verwendung des
Hornerschemas konnte dieser Rechenaufwand auf 2 » verringert werden, bei r» = 4
sind das nur 8, also weniger als die Halfte.

« Die modulare Programmierung gestatten die mehrfache Verwendung von schon
bereits ausgetesteten Programmteilen, hier Unterprogrammen. In sich
abgeschlossene ~ Programmteile =~ werden in  einem  Unterprogramm
zusammengefasst. Diese konnen getrennt vom Hauptprogramm ausgetestet,
jederzeit wieder aufgerufen und leicht durch andere ausgetauscht werden.
Hornerl.bas, Horner2.bas, Tabelle.bas, PTrapez.bas, Plntegr.bas,
PNewton.bas. Die Module zum Eingeben eines Polynoms, zur Berechnung eines
Polynomwertes bzw. eines Polynomwertes und dessen Ableitung an einer
gegebenen Stelle mittels Hornerschema konnen bei der Ldsung verschiedener
Probleme wiederverwendet werden, wie zum Beispiel beim Tabellieren eines
Polynoms, bei der Integralberechnung eines Polynoms zum Berechnen der
Funktionswerte an den Stiitzstellen oder wie im letzten Abschnitt, bei der
Nullstellenbestimmung eines Polynoms zur Berechnung des Polynomwertes und
deren Ableitung von einer Niherung.
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